 MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Université Libre de Bruxelles (U.L.B.)

Faculté des Sciences Appliquées/

École Polytechnique

Année Académique 2002-2003

IR-2

Projet Modélisation :

Tremplin de saut à ski

Travail réalisé par
Bécret Philippe

Capron Alexandre

de Prelle de la Nieppe Arnaud

de Waeghe Bruno







Tutrice :


Emmanuelle Vin


Cotuteur :


Viet-Hung Doan

Table des Matières

I. Introduction









p.4

II. Description d’un tremplin de saut à ski





p.5


2.1. Introduction






p.5


2.2. Description du tremplin et de la piste d’atterrissage
p.5


2.3. Description d’un saut





p.6

III. Le saut sans forces de frottement





p.10


3.1. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin


p.10

3.2. Trajectoire du skieur dans l’air



p.


3.3. Simulation Matlab





p.

IV. Le saut avec les forces de frottement skis-tremplin



p.


4.1. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin


p.


4.2. Trajectoire du skieur dans l’air



p.


4.3. Simulation Matlab





p.

V. Le saut avec l’impulsion







p.


5.1. Introduction






p.


5.2. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin


p.


5.3. Trajectoire du skieur dans l’air



p.


5.4. Simulation Matlab





p.

VI. Le saut avec les forces de résistance à l’air




p.


6.1. Introduction






p.


6.2. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin


p.


6.3. Trajectoire du skieur dans l’air



p.


6.4. Simulation Matlab





p.

VII. Modélisation d’une piste d’atterrissage d’un tremplin K90

p.


7.1. Introduction






p.


7.2. Approximation réalisée pour notre projet


p.


7.3. Simulation sur Matlab





p.

VIII. Conclusion









p.

IX. Bibliographie









p.

X. Annexes










p.


Annexe 1 : Détermination de « z » 



p.

I. Introduction

Le vingtième siècle a vu évoluer une société qui accorde de plus en plus d’importance aux loisirs et aux sports. Aujourd’hui, de nombreuses familles partent à l’étranger durant leurs vacances afin de se dépayser mais aussi pour s’adonner à des activités physiques qu’elles ne peuvent pratiquer à l’ordinaire. Citons, par exemple, les sports d’hiver qui se déclinent sous une multitude de disciplines. Celles-ci ont connu, ces dernières décennies, une professionnalisation croissante. Une d’entre elles est le saut à ski. Le saut à ski est une discipline assez ancienne, elle fait l’objet de nombreuses compétitions dont les Jeux Olympiques. Le but de ce sport est assez simple, il consiste à sauter le plus loin possible tout en gardant un style esthétique pour le vol et l’atterrissage. En effet à la fin de chaque saut le skieur se voit attribuer un certain nombre de points, en fonction de la distance parcourue mais aussi de son style, il se peut donc qu’un skieur ne faisant pas le plus long saut gagne une compétition. Pour pouvoir exercer ce sport, il faut des structures adaptées garantissant à chacun, amateur ou professionnel, une sécurité optimale. Pour ce faire, il importe de comprendre les mécanismes entrant en jeu. 

Pour qu’un tel projet puisse aboutir, il est essentiel de travailler en groupe. Dans un premier temps, nous avons regroupé le plus d’informations possibles que nous avons triées et synthétisées. Une fois cette tâche réalisée a commencé notre travail de modélisation proprement dit. Nous avons procédé étape par étape. Au départ, nous n’avons considéré aucune force de frottement. Ensuite, progressivement, nous avons ajouté certaines contraintes supplémentaires telles que les forces de frottement entre les skis et la piste, l’impulsion donnée par le skieur en bout de tremplin et les forces de résistance de l’air. Enfin, nous avons approché une modélisation de la piste d’atterrissage.

II. Description d’un tremplin de saut à ski

Un tremplin de saut à ski est composé de deux parties principales : le tremplin proprement dit, qui va donner l’élan nécessaire au skieur pour son saut et la piste d’atterrissage. Comme nous le montrerons plus loin ces deux parties sont indissociables. Afin d’obtenir une modélisation aussi réaliste que possible, nous nous sommes basé sur les normes de construction imposées par la Fédération Internationale de Ski (F.I.S.). Dans le cadre de ce projet, conscient de nos limites tant temporelles que techniques, nous avons négligé certains paramètres tels les effets du vent.

Le tremplin se compose d’abord d'une aire de démarrage constituée d’une ligne droite, ensuite d’un arc de cercle assurant la transition avec la table de décollage, cette dernière étant également un segment de droite.


[image: image1.png]



La position de départ du skieur sera, comme nous le verrons par la suite, fonction de ses caractéristiques (aérodynamique, masse, etc.) et pourra se déplacer sur l’aire de démarrage.

Expliquons maintenant les paramètres du tremplin. 
[image: image2.wmf]g

 est l’angle entre la piste d’élan et l’horizontale, cet angle avoisine les 35 degrés, il ne doit être ni trop grand pour que le skieur ne bascule pas en avant lors de sa prise d’élan, ni trop faible pour que sa vitesse de sortie soit suffisante. 
[image: image3.wmf]a

 est l’angle entre la table de décollage et l’horizontale, la F.I.S. nous l’impose entre 8 et 11 degrés. R1 est le rayon du cercle de transition, son rayon doit être suffisant pour permettre un passage en douceur entre les deux parties droites.

Les trois derniers paramètres du tremplin sont e (distance entre le haut du tremplin et la table de décollage), 
[image: image4.wmf]s

e

 (distance entre le haut du tremplin et la position de départ du skieur) et t (la longueur de la table.

Intro vol 

III. Le saut sans forces de frottement

Dans ce chapitre, nous allons considérer que nous pouvons appliquer la loi de conservation de l’énergie. En d’autres mots, cela signifie que nous négligeons la force de frottement entre les skis et la piste, l’impulsion donnée ainsi sue la résistance de l’air sur le skieur. 

1. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin

En considérant qu’il y a conservation de l’énergie sur le tremplin, l’énergie entre les points a et b reste constante. Nous aurons au point a uniquement une énergie potentielle de gravitation (l’énergie cinétique y étant nulle) et au point b uniquement une énergie cinétique (l’énergie potentielle de gravitation y étant nulle car c’est à cette hauteur que nous fixerons le potentiel nul.
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Figure 1 : tremplin de saut à ski

La loi de conservation de l’énergie peut donc s’écrire sous la forme
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En isolant la vitesse de sortie du tremplin 
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, nous obtenons
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Il nous faut donc déterminer h pour pouvoir connaître la vitesse de sortie. Par construction géométrique nous obtenons :
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Le développement de z se trouve en annexe 1.

En exprimant h 
en fonction des 6 paramètres du tremplin nous obtenons
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Par conséquent, nous déterminons 
[image: image11.wmf]0

v

, en injectant h dans (2).
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2. Trajectoire du skieur dans l’air


Considérons, pour cette première étape de la modélisation du saut, que l'espace est assimilable au vide, c'est-à-dire que le skieur n'est soumis qu'à l'unique attraction de la terre. Nous assimilerons le skieur à un point matériel lancé avec une vitesse initiale correspondant à la vitesse de sortie du tremplin 
[image: image13.wmf]o

v

.

Le vol est donc régit par la 3ème loi de Newton, la somme des forces exercées sur un point est égale au produit de sa masse par son accélération.



[image: image14.wmf]Fma

=×

urr

    MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)

Ce qui nous donne dans notre cas
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Avec les conditions initiales
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Si nous plaçons l'origine de nos axes à la sortie de la piste, nous avons 
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Nous obtenons ainsi un système entièrement déterminé par les conditions initiales.
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IV. Le saut avec les forces de frottement skis-tremplin

Nous considérons dans cette partie la force de frottement entre les skis et la piste. Nous continuons à négliger l’impulsion ainsi que les forces dues à la résistance de l’air sur le skieur.

Ces forces de frottement satisfont à la loi de Coulomb sur les frottements secs. Nous négligerons donc les éventuels aspects de fonte de glace sous les skis ainsi que le fartage des skis, c’est-à-dire la graisse mise sous les skis pour diminuer l’adhérence.  

1. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin

Nous scindons le tremplin en trois parties. La première et la troisième correspondent à des lignes droites et la seconde à un arc de cercle. Nous considérons un coefficient de frottement dynamique
[image: image20.wmf]d

m

. Pour trouver la vitesse de sortie, nous utiliserons la relation. 
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Cette relation exprime comme précédemment qu’il y a conservation de l’énergie. Dans ce cas-ci, nous prenons en compte la dissipation d’énergie produite par la force de frottement, celle-ci se calcule au moyen du travail de cette force le long de la courbe.
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Figure 2 : Tremplin de saut à ski divisé en trois parties avec forces de frottement sec

Partie 1

En écrivant l’équilibre des forces par rapport à un axe perpendiculaire à la piste nous obtenons :
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Or la loi de Coulomb nous donne la relation
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nous obtenons 
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L’énergie dissipée 
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 est le travail de la force de frottement le long du déplacement
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En appliquant ceci dans notre cas, nous obtenons
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En effet, la force de frottement est constante tout au long de la ligne droite, comme 
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 reste constant, elle ne dépend pas de la position.
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Partie 2

Sur cette deuxième partie du tremplin, la force de frottement s’exprime exactement de la même manière que sur la première partie à la différence que l’angle entre la force et l’horizontale est fonction du temps. Pour nous faciliter les calculs nous allons nous placer dans un repaire mobile (nous utilisons des axes polaires)
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Nous obtenons l’énergie de la même manière que précédemment :
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En sachant que 
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, ceci est explicité en annexe 1, ceci nous donnera :
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Partie 3

Pour la troisième partie, le raisonnement est analogue à la première partie. Il faut juste changer la longueur de piste sur laquelle la force se dissipe et l’angle d’inclinaison par rapport à l’horizontale. 

De cette manière nous obtenons :
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Conclusion

La vitesse de sortie 
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 du tremplin s’obtient à partir de la relation (9)
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2. Trajectoire du skieur dans l’air

La trajectoire s’obtiendra de la même manière que précédemment, en effet, les conditions de vol sont identiques, à l’exception de la vitesse initiale.

3. Simulation Matlab

V. Le saut avec l’impulsion

Introduction

 
Jusqu'ici, nous avons considéré un skieur passif, en effet, ce dernier part du haut du tremplin sans vitesse initiale c'est-à-dire qu'il ne se propulse pas sur le tremplin mais se laisse glisser, de plus, nous avons négligé toute réaction de l'air, l'attitude du skieur n'a donc aucune importance, enfin, il ne saute pas en fin de tremplin. Mais dans de telles hypothèses, tous les skieurs auraient exactement la même trajectoire et il n'y aurait donc aucun intérêt sur le plan compétitif. Nous introduirons dans ce paragraphe l'impulsion du skieur en bout de tremplin, vu que le skieur est toujours assimilé à un point matériel n'interagissant pas avec l'air, son attitude n'aura aucun effet sur notre modélisation mais nous l'expliquerons néanmoins pour une meilleure compréhension et pour la justification des paramètres lors de l'introduction de la résistance de l'air. La longueur du saut sera donc uniquement fonction de l'impulsion mais cela reste une approximation car, en réalité, la position du corps du sauteur influence les réactions de l'air.

Attitude du skieur sur le tremplin:

 
Au départ, le skieur s'accroupit en collant au mieux son buste à ses cuisses et plaque ses bras le long du corps. Ainsi positionné, il va minimiser les frottements de l'air sur son corps, il n'a alors qu'a se laisser glisser. Arrivé dans la partie, le skieur va se préparer à sauter, pour ce faire, il va relever légèrement ses hanches tout en restant collé à ses cuisses afin d'optimiser sa position de saut et de conserver son profil aérodynamique. Dès que le skieur arrive sur la table d'envol, il parfait sa position en abaissant les avant-bras perpendiculairement à la piste. Juste à la fin de la table le skieur va se propulser dans l'air perpendiculairement à la piste en se détendant. C'est le système articulé aux chevilles, genoux et hanches qui, en poussant sur le sol, va s'étendre et donner au buste une vitesse perpendiculaire à la table. En même temps, le skieur lance ses bras vers l'arrière, cela aura pour effet de lui communiquer une rotation qui lui permettra d'atteindre le bon angle d'attaque (angle entre les skis et l’horizontale). Cet angle va rester presque constant durant tout le vol. 

 
Le skieur doit trouver le meilleur compromis entre sa poussée vers le haut et sa rotation propre, il doit également se concentrer afin de se détendre au bon moment c'est-à-dire juste en bout de table de décollage, tout en gardant  ses skis sur cette table. S’il saute trop top, ses skis vont pointer vers le bas, cela va augmenter la résistance de l'air et donc diminuer la longueur de saut. Si, au contraire, le skieur saute trop tard, ses skis vont pointer vers le haut et il risque de perdre le contrôle de son vol.

Effets de l'impulsion:

 
Comme nous l'avons vu, l'impulsion va donner au skieur une vitesse supplémentaire perpendiculaire à la table, elle va aussi le positionner face au vent. Dans notre modélisation, comme le skieur est assimilé à un point matériel, l'angle d'attaque ne joue aucun rôle, nous ne considérerons donc pas l'effet de rotation du skieur. De même, nous allons supposer que l'impulsion se fait de manière instantanée, c'est-à-dire que nous n'analyserons pas la partie dynamique de la détente du skieur mais nous supposerons que le seul effet de l'impulsion est l'ajout à la vitesse de sortie du tremplin d'une vitesse perpendiculaire, dirigée vers le haut. Nous additionnerons vectoriellement ces deux vitesses et nous obtiendrons ainsi une nouvelle vitesse initiale pour la phase de vol. 
Voici comment l’impulsion influe le vecteur vitesse initial :
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VI. Le saut avec les forces de résistance à l’air

À ce stade-ci, nous considérons les forces de résistance à l’air.

6.1. Introduction
Dès qu’un corps solide bouge, il doit déplacer une masse d’air pour se positionner à cette place. Pour déplacer cet air, il faut exercer une certaine force, dés qu’on exerce une force, par le principe action-réaction de Newton, l’air exercera une force sur le solide. Ces forces se modélisent de la manière suivante, lorsque présente une de ses faces à l’air, il va se créer à l’arrière de celui-ci une force qui s’opposera à son déplacement (la direction de cette force sera celle du vecteur vitesse et son sens son opposé) : la force de traînée. En plus de cette force, vient s’y ajouter une deuxième. Lorsqu’un corps se déplace dans l’air librement (il ne s’appuie sur aucun support), il se créera une force équivalente à la réaction de liaison d’un corps reposant sur un support, nous avons une force perpendiculaire à la trajectoire (et donc au vecteur vitesse) et dirigée vers le haut : la force de portance.

Ces deux forces sont proportionnelles au carré de la vitesse selon un coefficient. Celui-ci varie en fonction du temps et n’est pas le même pour la traînée et la portance. Les valeurs de ces coefficients ont été déterminées en soufflerie car la détermination théorique de celles-ci est très compliquée. Ces deux forces sont aussi proportionnelles à la masse spécifique de l’air (en kg/m³) divisée par deux. 
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Dès que commencera à se déplacer, il sera soumis à ces forces. Lorsqu’il se trouve sur le tremplin, il ne sera soumis qu’à la force de traînée puisque l’air ne lui passe pas en dessous et ne peut donc pas le porter. Par contre, lorsqu’il tombera en chute libre, les deux forces de traînée et portance agiront sur lui.
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Figure 4 : forces de traînée et de portance

6.2. Calcul de la vitesse de sortie du tremplin

A cette étape, nous allons modéliser le déplacement du skieur sur le tremplin de manière beaucoup plus réaliste. Nous avons quatre forces agissant sur le skieur : la force gravitation de la terre, la réaction de liaison entre le skieur et la piste, la force de frottement entre les skis et la piste et la force de traînée qui a été décrite au paragraphe précédent. 

Nous pouvons écrire la troisième loi de Newton pour le skieur.
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Il nous faudra dans un premier considérer chaque partie du tremplin indépendamment. En effet les équations différentielles ne se résoudront pas de la même manière que l’on se trouve sur une des deux parties droites ou sur la courbe.

Considérons dans un premier temps les parties droites, c’est-à-dire la ligne d’élan et la table de décollage.
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En projetant les forces sur les axes et écrivant la loi empirique de Coulomb sur le frottement nous obtenons.
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 puis que le skieur ne peut se déplacer que le long de la piste qui en l’occurrence ici est l’axe x. Ceci implique que 
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En injectant cela dans la troisième équation nous obtenons 
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Nous pouvons aussi exprimer que l’accélération est égale à la dérivée de la vitesse au carré par rapport à la position.

Nous connaissons l’expression de la force de traînée.

Grâce à tout ceci nous obtenons une équation qui sera directement utilisable, soit pour une résolution analytique, soit pour une application directement numérique via un logiciel tel que Matlab.
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Il faudra juste avant toute utilisation de cette équation poser les conditions initiales c’est-à-dire dans ce cas-ci la vitesse initiale au carré au moment où le skieur passe à la position initiale.

Il est aussi à noter que pour résoudre cette équation via Matlab, il faudra poser que 
[image: image56.wmf]x
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. En effet Matab résout des systèmes d’équations différentielles du premier ordre et de cette manière c’est ce que nous obtenons : un système de deux équations différentielles du premier ordre

 Dans le cas de la première ligne droite nous prendrons un 
[image: image57.wmf]c

 égal à 
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 tandis que pour la table de décollage nous le prendrons égal à 
[image: image59.wmf]a

.

Intéressons nous maintenant à ce qui se passe sur la courbe du tremplin.

Les forces en jeux seront exactement les mêmes mais comme nous travaillons sur une courbe l’angle que nous avions noté 
[image: image60.wmf]c

 précédemment variera au cours du temps et donc nous devrons introduire un repère variable (repère polaire) pour écrire les équations projetées sur les axes données par la troisième loi de Newton. 
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Or 
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et 
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sont nuls puisque le rayon reste constant et il n’y aura donc pas de vitesse et d’accélération suivant 
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Nous pouvons aussi exprimer 
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 par la loi empirique de Coulomb 
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. La force de traînée est 
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. De plus la vitesse s’exprime dans le repaire polaire comme 
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que nous injectons dans la première équation.
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Nous pouvons exprimer comme précédemment que 
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 ce qui nous donnera une équation différentielle d’où nous pourrons tirer la vitesse angulaire à la sortie du tremplin. 
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Il faudra encore poser correctement les conditions initiales, c’est-à-dire la vitesse angulaire au carré au moment où le skieur arrive au début de la courbe (lorsque 
[image: image74.wmf]2
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). Cela correspond en fait à la vitesse de sortie de la première partie droite au carré divisé par le rayon du cercle au carré.

La vitesse angulaire de sortie de la partie courbe (lorsque 
[image: image75.wmf]2
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) donnera la vitesse initiale de la dernière partie du tremplin.

En intégrant via Matlab nous obtiendrons pour des valeurs déterminées du coefficient de traînée T, du coefficient de frottement dynamique entre les skis et la piste 
[image: image76.wmf]d

m

et de la masse m une vitesse à la sortie du tremplin qui sera un peu plus faible que précédemment.

6.3. Trajectoire du skieur dans l’air

Dans un premier temps, nous avions considéré que le skieur sautait dans le vide et de ce fait ne rencontrait aucune force de frottement et la seule force agissant alors était la force de gravitation proportionnelle à la masse et à g la constante de gravitation à la surface de la terre. En réalité, la description de la phase de vol est plus compliquée. En plus de la force de gravitation, viennent s’ajouter deux forces, la force de traînée 
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 et de portance 
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. La troisième loi de Newton pour le skieur que nous avons approximé à un point matériel peut s’écrire sous la forme
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En projetant les forces sur les axes nous obtenons les deux équations différentielles suivantes :
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Avec en plus les définitions des forces de portance et de traînée nous obtenons
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Nous obtenons des lors un système de deux équations différentielles du second degré non linéaire. Pour pouvoir le résoudre, il faudra le couper en posant 
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De cette manière, nous nous ramenons à un système de quatre équations différentielles du premier ordre non linéaire qu’il sera possible d’intégrer via un logiciel tel que Matlab.

Toutefois écrit comme plus haut, le système n’est pas intégrable car il reste fonction de l’angle 
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 et celui-ci n’a pas été défini. Pour modéliser le vol nous allons user d’un artifice et exprimer 
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 et 
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 en fonction de 
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Nous voyons que dans les triangles rectangles
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Nous savons aussi que
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Nous obtenons pour finir ce système de quatre équations
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Avant de résoudre ce système, il ne nous reste plus qu’à poser les conditions initiales à l’instant initial. La vitesse initiale à fait l’objet d’une étude au début de ce travail. Quant à la position initiale, nous fixerons l’origine des axes comme étant le point où se trouve le skieur à l’instant initial, c’est-à-dire l’extrémité du tremplin.
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Algorithme Matlab à insérer

Avant de tracer la moindre courbe grâce à cet algorithme, il est nécessaire de donner des valeurs numériques aux constantes T et P. Pour ce faire nous avons plusieurs sources. 

Tout d’abord dans Science and skiing les constantes sont fixées comme suit.

Pendant les premiers instants de vol (du temps initial à t=0,5s)

	Intervalle de temps
	T
	P

	0 à 0,1s
	0,4
	0,2

	0,1 à 0,3
	0,6
	0,65

	0,3 à 0,5
	0,68
	0,58


Ensuite nous avons approximativement jusqu’à l’atterrissage L=0,78, T va encore varier, pendant le vol,  aura 0,64 et à l’arrivée du point d’impact, le skieur préparant sa réception en se redressant, T va augmenter et, n aura environ 0,75.

L’autre source de valeurs numérique est un travail réalisé par un assistant de L’U.L.B. qui fixait P à 0,31 et T à 1,35.

Ceci nous donne ces deux trajectoires.

Ecran Matlab avec les  trajectoires.

Ces deux trajectoires sont assez fort dissemblables. Pour savoir laquelle est la plus proche de la réalité, nous disposons d’un document de FIS
 nous donnant directement le système d’équations à résoudre ainsi que l’évolution des coefficients de traînée et de portance en fonction de l’angle 
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Ce système est le suivant.
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avec le coefficient 
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et 
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 fixés comme suit :
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Les valeurs entre crochets sont ajoutées à la somme entre 0 et 0,6 secondes. Le skieur prend juste après le décollage sa position d’envol et son centre de gravité change de place ce qui explique cette variation des deux coefficients.

6.4. Simulation Matlab

VII. Modélisation d’une piste d’atterissage

d’un tremplin K90
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7.3. Simulation sur Matlab

VIII. Conclusion
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Annexe 1 : Détermination de « z »
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Avant de pouvoir travailler sur la partie courbe du tremplin, il est important de connaître différentes informations telles que la hauteur du tremplin ou l’angle entre les deux rayons qui forment l’arc de cercle parcouru par le skieur. Pour ce faire quelques calculs préliminaires s’imposent. Il est à noter que tous les résultats s’exprimeront en fonction des paramètres du tremplin (c’est-à-dire e, es, R1, t,
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 et 
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)

On remarque assez rapidement, en se basant sur les angles se situant près du centre du cercle (point c) que 
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Pour pouvoir par la suite avancer dans nos calculs, il est important de connaître la hauteur Z entre le point d’entrée sur la partie courbe et celui de sortie.
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 Nous voyons graphiquement (au point b) que 
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Or 
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 ce qui implique que 
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Pour déterminer 
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nous allons nous placer dans le triangle abc, par la règle des sinus nous déterminons que 
[image: image109.wmf]sin()

sin

22

1

WR

pq

q

+

=


Ce qui nous donne 
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Nous obtenons alors 
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� g est la constante gravitation universelle à la surface, de le terre nous la prenons à 9,81 m/s²


� la détermination de z en fonction des paramètres se trouve en annexe 1


� � EMBED Equation.DSMT4  ���est défini en 3.1.


� Fédération Internationale de ski
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